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COMPACTIFICATION DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG
C. BONNAFÉ & R. ROUQUIER
Résumé. Nous onstruisons expliitement la normalisation de la ompatiation
de Bott-Samelson-Demazure-Hansen des variétés de Deligne-Lusztig X(w) dans
leur revêtement Y(w) et retrouvons ainsi un résultat de Deligne-Lusztig [DeLu,
Lemma 9.13℄ sur la monodromie loale autour des diviseurs de la ompatiation.
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Introdution
Dans [BoRo℄, nous avons étudié le prolongement de ertains systèmes loaux sur
les variétés de Deligne-Lusztig en vue d'une appliation algébrique (équivalene de
Morita donnée par la déomposition de Jordan, onjeturée par Broué). Dans ette
étude, nous utilisions un résultat ruial de Deligne-Lusztig sur la ramiation de
es systèmes loaux [DeLu, lemme 9.13℄. Une des motivations du présent travail
est de fournir une alternative expliite au alul loal eetué dans la preuve de
Deligne et Lusztig.
Plus préisément, si w est un élément du groupe de Weyl d'un groupe rédutif
onnexe G muni d'une isogénie F dont une puissane est un endomorphisme de
Frobenius, il lui est assoié deux variétés de Deligne-Lusztig X(w) et Y(w) ainsi
qu'un morphisme ni étale Y(w) → X(w) faisant de X(w) un quotient de Y(w)
par l'ation du groupe ni TF des points rationnels d'un tore maximal F -stable
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T de G (voir [DeLu, 1℄ : la variété Y(w) y est notée X˜(w˙)). Deligne et Lusztig
[DeLu, lemme 9.11℄ ont onstruit une ompatiation lisse X(w) de X(w) à la
Bott-Samelson-Demazure-Hansen. Le but prinipal de et artile est de onstruire
expliitement la normalisation Y(w) de X(w) dans Y(w) :
Y(w)

  // Y(w)

X(w) 

// X(w).
Une fois ette onstrution expliite réalisée, nous en déduisons les propriétés fon-
damentales de Y(w) (voir le théorème 1.5) permettant d'en déduire une nouvelle
preuve du lemme 9.13 de Deligne-Lusztig [DeLu℄ qui détermine la monodromie lo-
ale du revêtement le long d'une des omposantes de X(w)−X(w). Ce lemme est un
point lef dans la preuve de Deligne-Lusztig des onjetures de Madonald assoiant
une représentation irréduible de GF à un aratère en position générale de TF .
Notations
Tout au long de et artile, nous xons un groupe rédutif onnexe G déni sur
une lture algébrique F du orps ni à p éléments Fp, où p est un nombre premier.
Nous supposons de plus que G est muni d'une isogénie F : G → G dont une
puissane est un endomorphisme de Frobenius de G.
Fixons un sous-groupe de Borel F -stable B de G, un tore maximal F -stable T
de B et notons U le radial unipotent de B. Notons W = NG(T)/T le groupe de
Weyl de G relativement à T, X(T) (resp. Y (T)) le réseau des aratères (resp.
des sous-groupes à un paramètre) de T, Φ (resp. Φ∨) le système de raines (resp.
oraines) de G relativement à T, ∆ (resp. ∆∨) la base de Φ (resp. Φ∨) assoiée à B
et Φ+ (resp. Φ
∨
+) l'unique système de raines (resp. oraines) positives ontenant
∆ (resp. ∆∨).
Si α ∈ Φ, on notera α∨ sa oraine assoiée, sα ∈ W la réexion par rapport à α,
Uα le sous-groupe unipotent à un paramètre normalisé par T assoié à α, Tα∨ le
sous-tore de T image de α∨ et Gα le sous-groupe de G engendré par Uα et U−α.
Posons S = {sα | α ∈ ∆} et S¯ = S∪{1}. Nous noterons ℓ : W → N = {0, 1, 2, . . .}
la fontion longueur relativement à S. Nous noterons B le groupe de tresses assoié
à (W,S), de générateurs {sα | α ∈ ∆}. Soit f : B → W le morphisme anonique
(i.e. l'unique morphisme tel que f(sα) = sα pour tout α ∈ ∆) et soit σ : W → B
l'unique appliation telle que σ(sα) = sα pour tout α ∈ ∆ et σ(vw) = σ(v)σ(w) si
ℓ(vw) = ℓ(v) + ℓ(w). Cette appliation vérie f ◦ σ = IdW .
1. Variétés de Deligne-Lusztig
Le leteur pourra trouver dans [DiMiRo℄ les résultats généraux sur les variétés de
Deligne-Lusztig que nous utiliserons ii.
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1.A. Dénition. Si n ∈ NG(T) et si gU, hU ∈ G/U, nous érirons gU
n hU
si g−1h ∈ UnU. Si w ∈ W et si gB, hB ∈ G/B, nous érirons gB w hB si
g−1h ∈ BwB.
Si n = (n1, . . . , nr) est une suite d'éléments de NG(T) et si w = (w1, . . . , wr)
désigne la suite de leurs images respetives dans W , on pose
U(n) = {(g1U, . . . , grU, gr+1U) ∈ (G/U)
r+1 |
g1U
n1 g2U
n2 · · · nr−1 grU
nr gr+1U}
et
B(w) = {(g1B, . . . , grB, gr+1B) ∈ (G/B)
r+1 |
g1B
w1 g2B
w2 · · · wr−1 grB
wr gr+1B}
Si t ∈ T et (g1U, . . . , grU, gr+1U) ∈ U(n), on pose
(g1U, g2U, . . . , grU, gr+1U) · t = (g1tU, g2
n1tU, . . . , gr
nr−1···n1tU, gr+1
nr ···n1tU).
Il est alors faile de vérier que, si g ∈ U(n), alors g · t ∈ U(n) et ela dénit une
ation à droite de T sur U(n). De plus, le morphisme anonique G/U → G/B
induit un morphisme
pin : U(n) −→ B(w)
(g1U, . . . , grU) 7−→ (g1B, . . . , grB)
et e dernier induit un isomorphisme
(1.1) U(n)/T
∼
→ B(w).
Posons maintenant
υn : U(n) −→ G/U×G/U
(g1U, . . . , gr+1U) 7−→ (g1U, gr+1U)
et
β
w
: B(w) −→ G/B×G/B
(g1B, . . . , gr+1B) 7−→ (g1B, gr+1B).
Alors le diagramme
U(n)
pin

υn
// G/U×G/U

B(w)
β
w
// G/B×G/B
est ommutatif (la èhe vertiale de droite étant la projetion anonique).
Notons UF (resp. BF ) le graphe du morphisme de Frobenius F : G/U → G/U
(resp. F : G/B → G/B). Les variétés de Deligne-Lusztig assoiées à n et w sont
respetivement dénies par
Y(n) = υ−1
n
(UF ) et X(w) = β
−1
w
(BF ).
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Notons toujours w : T→ T la onjugaison par w1 · · ·wr. Alors le groupe T
wF
agit
sur Y(n) (par restrition de l'ation de T sur U(n)) et le morphisme anonique
πn : Y(n)→ X(w) obtenu par restrition de pin induit un isomorphisme
(1.2) Y(n)/TwF
∼
→ X(w).
Pour nir, notons υn : Y(n) → G/U et βw : X(w) → G/B les premières proje-
tions. Alors le diagramme
Y(n)
πn

υn
// G/U

X(w)
βw
// G/B
est ommutatif (la èhe vertiale de droite étant la projetion anonique).
Remarque 1.3 - Prolongeons l'appliation σ : W → B aux suites d'éléments deW
en posant σ(w) = σ(w1) · · ·σ(wr). Si n
′
est une autre suite d'eléments de NG(T)
dont la suite des images dans W est w′, et si σ(w) = σ(w′), alors les variétés
B(w) et B(w′) sont anoniquement isomorphes et les T-variétés U(n) et U(n′) sont
isomorphes, es isomorphismes rendant le diagramme
U(n)
υn ))SSS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
pin

∼
// U(n′)
pin′

υn′uukkkk
kk
kk
kk
kk
kk
k
G/U×G/U

B(w)
∼
//
β
w ))
SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
S
B(w′)
β
w′uuk
kk
kk
kk
kk
kk
kk
kk
G/B×G/B
ommutatif.
De plus, TwF = Tw
′F
et les TwF -variétés Y(n) et Y(n′) (resp. les variétés X(w)
et X(w′)) sont isomorphes (resp. anoniquement isomorphes), les isomorphismes
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rendant le diagramme
Y(n)
υn
''P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
πn

∼
// Y(n′)
πn′

υn′
wwnn
nn
nn
nn
nn
nn
n
G/U

X(w)
∼
//
βw
''P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
X(w′)
βw′
wwnn
nn
nn
nn
nn
nn
n
G/B
ommutatif. 
1.B. Compatiation de Bott-Samelson-Demazure-Hansen. Pour tout α ∈
∆, on xe un représentant s˙α de sα dans Gα. La remarque 1.3 montre que, dans
le but de onstruire une ompatiation des variétés Y(n) et X(w), il est susant
de travailler sous les hypothèses suivantes :
Hypothèse : Nous xons une suite (α1, . . . , αr) d'éléments de ∆ et,
si 1 6 i 6 r, nous posons pour simplier si = sαi et s˙i = s˙αi. Nous
supposons de plus que n = (s˙1, . . . , s˙r) et w = (s1, . . . , sr).
Si x = (x1, . . . , xr) et y = (y1, . . . , yr) sont deux suites d'éléments de S¯ = S ∪ {1}
(de même longueur), nous érirons x 4 y si, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, on a xi ∈
{1, yi}. On pose aussi x˙ = (x˙1, . . . , x˙r), où nous hoisirons toujours 1˙ = 1. Par
exemple, w˙ = n et, pour simplier les notations, nous noterons pix, πx, υx et υx
les appliations pix˙, πx˙, υx˙ et υx˙, et la variété Y(x˙) sera notée Y(x). Pour nir, on
pose Ix = {1 6 i 6 r | xi = 1} et on dénit, omme dans [BoRo, 4.4.2℄,
Yw,x =
∑
i∈Ix
Z s1 · · · si−1(α
∨
i ).
Bott-Samelson, Demazure et Hansen ont onstruit une ompatiation lisseB(w)
de B(w):
B(w) =
∐
x 4 w
B(x)
= {(g1B, . . . , gr+1B) ∈ (G/B)
r+1 | ∀ 1 6 i 6 r, g−1i gi+1 ∈ GαiB}.
Alors B(w) est lisse, projetive, irrédutible et ontient B(w) omme sous-variété
ouverte. Posons
βw : B(w) −→ G/B×G/B
(g1B, . . . , gr+1B) 7−→ (g1B, gr+1B).
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Alors βw prolonge βw (et en fait oïnide ave βx sur B(x) pour tout x 4 w). On
pose alors, suivant [DeLu, 9.10℄,
X(w) = β
−1
w
(BF ).
Notons que
(1.4) X(w) =
∐
x 4w
X(x).
Alors X(w) est une variété lisse, projetive et ontient X(w) omme sous-variété
ouverte [DeLu, lemme 9.11℄.
1.C. Normalisation. Avant de parler de la ompatiation de Y(n) et avant
d'énoner le résultat prinipal de et artile, nous aurons besoin de quelques no-
tations. Tout d'abord, xons un entier naturel non nul d et une puissane q de p tels
que, pour tout t ∈ T et pour tout w ∈ W , on ait (wF )d(t) = tq. On xe une raine
primitive (q − 1)-ième de l'unité ζ dans Gm. On note enore wF : Y (T) → Y (T)
l'endomorphisme de groupes induits par l'endomorphisme wF : T→ T et on pose
Nw : Y (T) −→ T
wF
λ 7−→ NF d/wF (λ(ζ)),
où NF d/wF : T → T, t 7→ t ·
wFt · · · (wF )
d−1
t. Rappelons que Nw est surjetive et
induit un isomorphisme
Y (T)/(wF − 1)(Y (T))
∼
→ TwF .
Le morphisme πw : Y(w) → X(w) étant ni, on peut dénir la normalisation
Y(w) de X(w) dans Y(w) : 'est l'unique variété normale Z ontenant Y(w)
omme sous-variété ouverte dense et munie d'un morphisme ni πw : Z → X(w)
prolongeant πw. Le morphisme πw : Y(w)→ X(w) étant ni, Y(w) est une variété
projetive. Le but de et artile est de la onstruire expliitement et d'en déduire
les propriétés suivantes :
Théorème 1.5. Ave les notations préédentes, on a :
(a) La variété Y(w) est une variété projetive, normale, rationnellement lisse,
de lieu singulier ontenu dans
π−1
w
( ⋃
x 4 w
|Ix| > 2
X(x)
)
.
(b) La variété Y(w) est munie d'une ation de TwF prolongeant l'ation sur
Y(w) et telle que πw induit un isomorphisme Y(w)/T
wF ∼→ X(w).
(c) Si x 4 w, le stabilisateur dans TwF d'un élément de π−1
w
(X(x)) est égal à
Nw(Yw,x).
Compatifiation des variétés de Deligne-Lusztig 7
(d) Si x 4 w, alors il existe un morphisme anonique ix : Y(x) → π
−1
w
(X(x))
rendant le diagramme suivant ommutatif
Y(x)
ix
//
πx
##H
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
π−1
w
(X(x))
πw

X(x)
et induisant un isomorphisme Y(x)/Nx(Yw,x)
∼
→ π−1
w
(X(x)).
Rassemblons les onstrutions préédentes dans le diagramme ommutatif suiv-
ant :
(1.6)
Y(w)
iw  //
πw

Y(w)
πw

π−1
w
(X(x))? _oo

Y(x)
ix
oo
πx
{{ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
ww
X(w) 

// X(w) X(x)?
_oo
Remarque 1.7 - L'énoné () du théorème préédent montre que
X(x) ≃ π−1
w
(X(x))/
(
TwF/Nw(Yw,x)
)
tandis que l'énoné (d) montre que
X(x) ≃ π−1
w
(X(x))/
(
TxF/Nx(Yw,x)
)
.
Cei n'est pas une inohérene ar
TwF/Nw(Yw,x) ≃ T
xF/Nx(Yw,x)
d'après [BoRo, proposition 4.4 (4)℄. 
La setion suivante est onsarée à la démonstration du théorème 1.5. Avant ela,
montrons que e théorème fournit une autre preuve de [DeLu, lemme 9.13℄. Tout
d'abord, si 1 6 i 6 r, notons w(i) = (s1, . . . , si−1, 1, si+1, . . . , sr) 4 w. Alors
X(w) \X(w) =
r⋃
i=1
X(w(i))
et les X(w(i)) sont des diviseurs lisses à roisements normaux.
On en déduit alors [DeLu, Lemma 9.13℄:
Corollaire 1.8. Le TwF -torseur Y(w) (au-dessus de X(w)) se ramie le long de
X(w(i)) de la même façon que le hangement de base sous s1 · · · si−1(α
∨
i ) : Gm → T
du revêtement de Lang T→ T, t 7→ t−1 · wFt, se ramie en 0.
8 C. Bonnafé & R. Rouquier
2. Démonstration du théorème 1.5
2.A. Première rédution. La preuve que nous proposons du théorème 1.5 passe
par une onstrution expliite de Y(w). Cependant, pour simplier ette onstru-
tion, il onvient de remarquer qu'en raisonnant omme dans [BoRo, 6.2℄, on peut
supposer (et nous le ferons) que l'hypothèse suivante est satisfaite :
Hypothèse. Dorénavant, et e jusqu'à la n de 2, nous supposerons
que le groupe dérivé de G est simplement onnexe.
Notons que ei implique que Gα ≃ SL2 et que α
∨
est injetive pour toute raine
α (en partiulier, Y (T)/Zα∨ est sans torsion).
2.B. Fontions bi-invariantes sur GαU. Avant de proéder à la onstrution
expliite de Y(w), nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires sur les
fontions régulières sur GαU invariantes par l'ation de U ×U par translations à
gauhe et à droite (ii, α est une raine simple). Commençons par étudier le as du
groupe SL2.
Notons
ϕ : SL2 −→ A
1(
a b
c d
)
7−→ c
et notons U2 le sous-groupe de SL2 formé des matries unipotentes triangulaires
supérieures. Il est alors faile de vérier que ϕ est invariante par l'ation de U2×U2
sur SL2 (par translations à gauhe et à droite). En fait, en notant B2 le groupe des
matries triangulaires supérieures de SL2, on a :
Proposition 2.1. Soient g ∈ SL2, z ∈ Gm, t = diag(z, z
−1) et s =
(
0 −1
1 0
)
.
Alors :
(a) F[SL2]
U2×U2 = F[ϕ].
(b) ϕ(tg) = z−1ϕ(g) et ϕ(gt) = zϕ(g).
(c) ϕ(t−1gst) = ϕ(g).
(d) On a ϕ(g) = 0 si et seulement si g ∈ B2.
(e) On a ϕ(g) = 1 si et seulement si g ∈ U2sU2.
Démonstration. (a) Soit ψ ∈ F[SL2]
U2×U2
. Il existe un unique polynme P ∈ F[T ]
tel que, pour tout c ∈ A1, ψ
(
1 0
c 1
)
= P (c). Alors ψ − P (ϕ) est une fontion
U2 × U2-invariante sur SL2 et nulle sur
sU2. Par onséquent, elle est nulle sur
U2
sU2U2 : or, et ensemble est dense dans SL2, don ψ − P (ϕ) = 0.
(b), () (d) et (e) déoulent de aluls élémentaires. 
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Revenons aux groupes GαU. Fixons une raine simple α ∈ ∆. Choisissons un
isomorphisme ℵα : SL2
∼
→ Gα de sorte que
ℵα(U2) = Uα, ℵα(s) = s˙α, et ℵα
(
z 0
0 z−1
)
= α∨(z)
pour tout z ∈ Gm. Notons U
∗
α le sous-groupe de U engendré par la famille
(Uβ)β∈Φ+\{α}. On a alorsGαU = GαU
∗
α = Gα⋉U
∗
α. On note τα : Gα⋉U
∗
α → Gα la
projetion naturelle. Notons pour nir ϕα la omposition ϕ◦ℵ
−1
α ◦τα : GαU −→ A
1
,
de sorte que le diagramme
GαU
τα
//
ϕα
((Q
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q
Gα
ℵ−1α
// SL2
ϕ

A1
soit ommutatif. C'est une fontion régulière sur GαU. Notons de plus que
(2.2) ϕα(s˙α) = 1,
ar ϕ(s) = 1.
Proposition 2.3. Soient g ∈ GαU, u, v ∈ U, t ∈ T et z ∈ Gm. Alors
(a) ϕα(ugv) = ϕα(g).
(b) ϕα(gα
∨(z)) = zϕα(g) et ϕα(α
∨(z)g) = z−1ϕα(g).
(c) t−1g sαt ∈ GαU et ϕα(t
−1g sαt) = ϕ(g).
(d) ϕα(g) = 0 si et seulement si g ∈ B ('est-à-dire si et seulement si g ∈
Tα∨U = B ∩GαU).
(e) ϕα(g) = 1 si et seulement si g ∈ Us˙αU.
Démonstration. Les assertions (a), (b), (d) et (e) déoulent failement de la propo-
sition 2.1 et du fait que U∗α est normalisé par U et Gα. Seul le () néessite un
ommentaire. Tout d'abord, omme T est engendré par Kerα et Tα∨ , il sut de
montrer le résultat dans les deux as suivants : α(t) = 1 ou t = α∨(z), z ∈ Gm. Le
deuxième as se traite immédiatement par la proposition 2.1. Dans le premier as,
on remarque que t ommute ave Gα (et don
sαt = t) et, omme il normalise U∗α,
on a τα(t
−1g sαt) = τα(g). 
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2.C. Constrution de la variété Y(w) : première étape. Posons pour om-
mener
U˜(w) = {(g1U, . . . , gr+1U) ∈ (G/U)
r+1 | ∀ 1 6 i 6 r, g−1i gi+1 ∈ GαiU}
et notons
p˜iw : U˜(w) −→ B(w)
l'appliation anonique. La variété U˜(w) est irrédutible, quasi-ane, lisse et de
dimension 2r + dimG/U.
Nous dénissons
ϕw : U˜(w) −→ A
r
(g1U, . . . , gr+1U) 7−→
(
ϕα1(g
−1
1 g2), . . . , ϕαr(g
−1
r gr+1)
)
.
D'après la proposition 2.3 (a), l'appliation ϕw est bien dénie et est un mor-
phisme de variétés. Fixons maintenant un r-uplet d'entiers naturels non nuls d =
(d1, . . . , dr), notons fd : A
r → Ar, (ξ1, . . . , ξr) 7→ (ξ
d1
1 , . . . , ξ
dr
r ) et posons
U˜d(w) = {(g, ξ) ∈ U˜(w)×A
r | ϕw(g) = fd(ξ)}.
Proposition 2.4. La variété U˜d(w) est lisse, de dimension 2r + dimG/U.
Démonstration. Si α ∈ ∆ et d ∈ N∗, posons
Uα,d = {(g, ξ) ∈ GαU/U×A
1 | ϕα(g) = ξ
d}.
Les isomorphismes ℵα : Gα
∼
→ SL2 et SL2/U2
∼
→ A2 − {(0, 0)},
(
a b
c d
)
7→ (a, c)
induisent un isomorphisme GαU/U
∼
→ A2 \ {(0, 0)} et nalement
Uα,d
∼
→ {(x, y, ξ) ∈ A3 | (x, y) 6= (0, 0) et y = ξd} ≃ A2 \ {(0, 0)}.
En partiulier, Uα,d est lisse.
Soientwi = (s1, . . . , si) et di = (d1, . . . , di). On dispose d'une suite de morphismes
anoniques
U˜d(w˙) = U˜dr(w˙r) −→ U˜dr−1(w˙r−1) −→ · · · −→ U˜dr(w˙r) −→ G/U
(onsistant à haque étape à oublier le dernier terme de g et ξ) qui sont des brations
suessives de bres suessivement isomorphes à des variétés de la forme Uα,d, don
lisses. La lissité de U˜d(w˙) s'en déduit. 
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2.D. Constrution de la variétéY(w) : deuxième étape. Si 1 6 i 6 r, il existe
un unique λi ∈ Y (T) et un unique mi ∈ Z vériant les trois propriétés suivantes :

λi −wF (λi) = mi s1 · · · si−1(α
∨
i ),
mi > 0,
Y (T)/Zλi est sans torsion.
Cei déoule de l'injetivité de IdY (T)−wF et du fait que Y (T)/Zα
∨
i est sans torsion.
Remarque 2.5 - Les mi ne sont pas divisibles par p ar l'égalité qui les dénit
implique que
(2.6) miNF d/wF (s1 · · · si−1(α
∨
i )) = (q − 1)λi,
don
(2.7) mi divise q − 1,
ar Y (T)/Zλi est sans torsion. 
Posons alors m = (m1, . . . , mr) et
Y˜(w) = {(g; ξ) ∈ U˜m(w) | υw(g) ∈ UF}.
En d'autres termes, Y˜(w) est formée des éléments (g1U, . . . , gr+1U; ξ1, . . . , ξr) ∈
(G/U)r+1 ×Ar tels que
(2.8)
{
∀ i ∈ {1, 2, . . . , r}, g−1i gi+1 ∈ GαiU et ϕαi(g
−1
i gi+1) = ξ
mi
i ;
gr+1U = F (g1)U.
Rappelons le lemme suivant :
Lemme 2.9 (Deligne-Lusztig). Soient H un sous-groupe fermé F -stable de G, Z
une G-variété lisse et θ : Z→ G/H×G/H un morphisme G-équivariant. Alors le
graphe de F : G/H→ G/H est transverse à θ.
Démonstration. Ce lemme est montré dans [DeLu, Preuve du lemme 9.11℄ dans le
as où H = B mais la preuve reste valable mot pour mot dans le as général. 
Le morphisme U˜m(w) → G/U ×G/U, (g, ξ) 7→ υw(g) est G-équivariant et la
variété U˜m(w) est lisse d'après la proposition 2.4. On déduit don du lemme 2.9
que
(2.10) Y˜(w) est lisse, purement de dimension 2r.
Notons
π˜w : Y˜(w) −→ X(w)
(g, ξ) 7−→ π˜w(g).
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Nous allons maintenant onstruire une ation à droite de TwF × (Gm)
r
sur Y˜(w).
Tout d'abord posons, pour tout z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)
r
,{
γ1(z) = λ1(z1) · · ·λr(zr)
γi+1(z) =
siγi(z)α
∨
i (z
mi
i ), pour i ∈ {1, 2, . . . , r}.
Alors
(2.11) F (γ1(z)) = γr+1(z).
Démonstration. En eet,
γr+1(z) =
w−1γ1(z)
sr···s2α∨1 (z
m1
1 )
sr···s3α∨2 (z
m2
2 ) · · · α
∨
r (z
mr
r )
et don
wFγ1(z)
−1 wγr+1(z) =
(
λ1(z1) · · ·λr(zr)
)
wF
(
λ1(z1) · · ·λr(zr)
)−1
× α∨1 (z
−m1
1 )
s1α∨2 (z
−m2
2 ) · · ·
s1···sr−1α∨r (z
−mr
r ) = 1,
la dernière égalité déoulant de la dénition des λi. 
Si z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)
r
, si t ∈ TwF et si (g1U, . . . , grU, F (g1)U; ξ1, . . . , ξr) ∈
Y˜(w), on pose
(g1U, . . . , grU, F (g1)U; ξ1, . . . , ξr) ∗ z =
(g1γ1(z)U, . . . , grγr(z)U, F (g1)γr+1(z)U; z1ξ1, . . . , zrξr)
et
(g1U, . . . , grU, F (g1)U; ξ1, . . . , ξr) ∗ t =
(g1tU, g2
s1tU, . . . , gr
sr−1···s1tU, F (g1)
sr ···s1tU; ξ1, . . . , ξr).
Proposition 2.12. Les formules i-dessus dénissent une ation de TwF × (Gm)
r
sur la variété Y˜(w). De plus, le morphisme π˜w : Y˜(w)→ X(w) induit un isomor-
phisme Y˜(w)/(TwF × (Gm)
r)
∼
→ X(w).
Démonstration. Montrons que l'on a bien déni une ation. Soient (g; ξ) ∈ Y˜(w),
t ∈ TwF et z ∈ (Gm)
r
. Il sut de montrer que (g; ξ) ∗ t et (g; ξ) ∗ z appartiennent
à Y˜(w) (les axiomes des ations de groupes sont lairement vériés). Érivons
g = (g1U, . . . , gr+1U), ξ = (ξ1, . . . , ξr) et z = (z1, . . . , zr).
Commençons par montrer que (g; ξ) ∗ t ∈ Y˜(w). Posons pour simplier ti =
si−1···s1t. On a alors
(giti)
−1(gi+1ti+1) = t
−1
i (g
−1
i gi+1)
siti
et don, d'après la proposition 2.3 (), on a (giti)
−1(gi+1ti+1) ∈ GαiU et
ϕαi
(
(giti)
−1(gi+1ti+1)
)
= ϕαi(g
−1
i gi+1) = ξ
mi
i .
Compatifiation des variétés de Deligne-Lusztig 13
D'autre part, puisque t ∈ TwF , on a F (g1t1)U = gr+1
FtU = gr+1
w−1tU =
gr+1tr+1U. Don (g; ξ) ∗ t ∈ Y˜(w).
Montrons maintenant que (g; ξ) ∗ z ∈ Y˜(w). D'une part, on a
(giγi(z))
−1(gi+1γi+1(z)) = γi(z)
−1(g−1i gi+1)
siγi(z)α
∨
i (z
mi
i ),
don (giγi(z))
−1(gi+1γi+1(z)) ∈ GαiU et son image par ϕαi est z
mi
i ϕαi(g
−1
i gi+1) =
(ziξi)
mi
(voir la proposition 2.3 (b) et ()). D'autre part, d'après 2.11, on obtient
gr+1γr+1(z)U = F (g1γ1(z))U. Don (g; ξ) ∗ z ∈ Y˜(w).
Il nous reste à montrer la dernière assertion de la proposition. Tout d'abord,
il est lair que les (TwF × (Gm)
r)-orbites sont ontenues dans les bres de π˜w.
Réiproquement, montrons que les bres de π˜w sont des orbites. Soient don (g; ξ)
et (g′; ξ′) deux éléments de Y˜(w) tels que π˜w(g; ξ) = π˜w(g
′; ξ′). Érivons
g = (g1U, . . . , gr+1U), ξ = (ξ1, . . . , ξr),
g′ = (g′1U, . . . , g
′
r+1U) et ξ
′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
r).
Par hypothèse, il existe ti ∈ T tels que g
′
iU = gitiU. Mais, puisque g
′−1
i g
′
i+1 et
g−1i gi+1 appartiennent à GαiU, ela montre que t
−1
i ti+1 appartient à Tα∨i , ou enore
que
sit−1i ti+1 appartient à Tα∨i . Soit don zi ∈ Gm tel que ti+1 =
siti α
∨
i (z
mi
i ).
Posons z = (z1, . . . , zr). Alors, quitte à remplaer (g; ξ) par (g; ξ) ∗ z, et quitte
à multiplier zi par une raine mi-ième de l'unité, on peut supposer que ξ = ξ
′
et
ti+1 =
siti. Mais alors, le fait que gr+1U = F (g1)U et g
′
r+1U = F (g
′
1)U impose que
tr+1 = F (t1), et don que t ∈ T
wF
. Par onséquent, (g′; ξ′) = (g; ξ) ∗ t.
Les variétés Y˜(w) etX(w) étant lisses et les bres de π˜w étant des (T
wF×(Gm)
r)-
orbites, il sut maintenant de montrer que π˜w est séparable [Bor, proposition 6.6℄.
Pour ela, notons Π(ξ) = ξ1 · · · ξr si (ξ1, . . . , ξr) ∈ A
r
et posons
Y˜∅(w) = {(g; ξ) ∈ Y˜(w) | Π(ξ) 6= 0}.
Notons ι˜w : Y(w) → Y˜(w), g 7→ (g; 1, . . . , 1). Le fait que ι˜w(g) ∈ Y˜(w) déoule
de e que ϕαi(si) = 1 d'après 2.2. Alors Y˜o(w) est un ouvert de Y˜(w) ontenant
ι˜w(Y(w)) et son image par π˜w est X(w) (voir la proposition 2.3 (d)). Le morphisme
Y(w)→ X(w) étant séparable, il sut de remarquer que l'appliation
Y(w)× (Gm)
r −→ Y˜∅(w)
(g, z) 7−→ ι˜w(g) ∗ z
est un isomorphisme de variétés : ela vient du fait que, si g ∈ (G/U)r+1 vérie
(g; 1, . . . , 1) ∈ Y˜(w), alors g ∈ Y(w) d'après la proposition 2.3 (e). 
On a don un diagramme ommutatif, où les èhes vertiales sont des morphismes
quotients par les ations des groupes indiqués:
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Y˜∅(w)
  ouvert //
(Gm)r

Y˜(w)
TwF×(Gm)r

Y(w)
TwF

X(w) 

ouvert
// X(w)
Si I est une partie de {1, 2, . . . , r}, on pose
Y˜I(w) = {(g; ξ1, . . . , ξr) ∈ Y˜(w) | ∀ i ∈ {1, 2, . . . , r}, i ∈ I ⇐⇒ ξi = 0}
et
HI = {z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)
r | γ1(z) = · · · = γr+1(z) = 1 et ∀ i 6∈ I, zi = 1}.
Alors Y˜I(w) est une sous-variété loalement fermée de Y˜(w), stable par l'ation de
TwF × (Gm)
r
, et
(2.13) le stabilisateur d'un élément de Y˜I(w) dans (Gm)
r
est égal à HI .
D'autre part, il résulte failement de la proposition 2.3 (d) que, si x 4 w, alors
(2.14) π˜−1
w
(X(x)) = Y˜Ix(w).
En partiulier, on a une partition en sous-variétés loalement fermées
(2.15) Y˜(w) =
∐
I⊂{1,2,...,r}
Y˜I(w).
Proposition 2.16. Soit I une partie de {1, 2, . . . , r}. Alors :
(a) HI est un groupe ni, ontenu dans H{1,2,...,r}.
(b) Si |I| 6 1, alors HI = 1.
Démonstration. (a) Il est tout d'abord évident que HI est ontenu dans H{1,2,...,r}.
Il sut don de montrer que e dernier est ni. Or, si z = (z1, . . . , zr) ∈ H{1,2,...,r},
alors puisque γi(z) = γi+1(z) = 1, il résulte de la dénition des γi que α
∨
i (z
mi
i ) = 1.
Puisque α∨i est injetif (ar Gαi ≃ SL2), on en déduit que zi est une raine mi-ième
de l'unité. D'où le résultat.
(b) Si I = ∅, alors HI = 1 par dénition. Si I = {i} et si z = (z1, . . . , zr) ∈ HI ,
alors z1 = · · · = zi−1 = zi+1 = · · · = zr = 1. Mais de plus γ1(z) = 1, e qui implique
que λi(zi) = 1. Don zi = 1 ar, puisque Y (T)/Zλi est sans torsion, le morphisme
λi : Gm → T est injetif. 
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Posons maintenant
Y(w) = Y˜(w)/(Gm)
r,
notons projw : Y˜(w) → Y(w) la projetion anonique et notons πw : Y(w) →
X(w) le morphisme de variétés induit par π˜w. Si I ⊂ {1, 2, . . . , r}, on note ξI la
fontion aratéristique du omplémentaire de I, que l'on voit omme un élément
de Ar. On pose aussi YI(w) = Y˜I(w)/(Gm)
r ⊂ Y(w). On a bien sûr
Y(w) =
∐
I⊂{1,2,...,r}
YI(w).
Soit x 4 w. Comme dans la preuve de la proposition 2.12, on montre qu'on a un
morphisme bien déni
Y(x)× (Gm)
r/HIx → Y˜Ix(w)
(g, z) 7→ (g, ξIx) ∗ z
et que 'est un isomorphisme. En partiulier, Y˜Ix(w) est lisse.
On dénit alors
ix : Y(x) −→ YIx(w)
g 7−→ projw(g, ξIx).
Il est lair que
(2.17) π−1
w
(X(x)) = YIx(w).
Le morphisme anonique Y˜Ix(w) → YIx(w) est le quotient par l'ation libre de
(Gm)
r/HIx et Y˜Ix(w) est lisse, don YIx(w) est lisse.
Nous allons montrer que Y(w) est la normalisation de X(w) dans Y(w) et que
les énonés (a), (b), () et (d) du théorème 1.5 sont vériés.
2.E. Fin de la démonstration. Dans la preuve de la proposition 2.12, il a été
remarqué que l'appliation
Y(w)× (Gm)
r −→ Y˜∅(w)
(g, z) 7−→ ι˜w(g) ∗ z
est un isomorphisme de variétés. Cela montre que iw : Y(w) → Y(w) est une
immersion ouverte, d'image Y∅(w) = π
−1
w
(X(w)). On a don un diagramme om-
mutatif
Y(w)
πw

iw  // Y(w)
πw

X(w) 

// X(w).
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D'autre part, par onstrution, iw est T
wF
-équivariant et il résulte de la proposition
2.12 que πw induit un isomorphisme de variétés
(2.18) Y(w)/TwF
∼
−→ X(w).
D'autre part, posons H = H{1,2,...,r}. Alors Y˜(w)/H est une variété normale et
rationnellement lisse (ar Y˜(w) est lisse et H est ni) et le groupe (Gm)
r/H agit
librement sur Y˜(w)/H . Don
(2.19) Y(w) est une variété normale et rationnellement lisse
et
(2.20) le morphisme πw est un morphisme ni.
Par onséquent, Y(w) est bien la normalisation de X(w) dans Y(w).
Preuve du (a). Puisque πw est un morphisme ni (voir 2.20), 'est un morphisme
projetif. La variété X(w) étant projetive, Y(w) est aussi projetive.
Le morphisme anonique Y˜(w)/H{1,...,r} → Y(w) est lisse et la desription du
lieu singulier de Y(w) se ramène don au as de la variété Y˜(w)/H{1,...,r}. Puisque
H{1,...,r} agit librement sur
∐
|I| 6 1 Y˜I(w) (d'après la proposition 2.16 (b)), on obtient
la dernière assertion de (a).
Remarque - Le lieu de ramiation du morphisme quotient Y˜(w)→ Y˜(w)/H{1,...,r}
est de odimension > 1. La variété Y˜(w) est lisse, don le théorème de pureté
du lieu de ramiation [SGA1, X, Théorème 3.1℄ montre que le lieu singulier de
Y˜(w)/H{1,...,r} est l'image de
∐
|HI |>1
Y˜I(w).
Il existe des exemples où la variété normale Y(w) n'est pas lisse : si G = GL3,
si F est l'endomorphisme de Frobenius déployé standard sur le orps ni Fq0, et si
s et t sont les deux réexions simples, alors la variété Y(s, t) n'est pas lisse ar le
groupe ni H1,2 est ylique d'ordre 1 + q0 + q
2
0 . 
Preuve du (b). Cela a été démontré dans 2.18.
Preuve du (). Soit t ∈ TwF et soit x 4 w. Alors t stabilise un élément de
π−1
w
(X(x)) si et seulement si il existe z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)
r
tel que, pour tout
i ∈ {1, 2, . . . , r}, on ait
γi(z) =
si−1···s1t pour tout i et zi = 1 pour i6∈Ix.
Si tel est le as, on a zmii = 1 pour tout i et t = λ1(z1) · · ·λr(zr). D'après 2.7, il
existe don ei ∈ Z tel que zi = (ζ
(q−1)/mi)ei, don
t = Nw
(∑
i∈Ix
ei s1 · · · si−1(α
∨
i )
)
d'après 2.6. Don t ∈ Nw(Yw,x). La réiproque se montre de façon analogue.
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Preuve du (d). Soit x 4 w. On a onstruit un morphisme anonique ix : Y(x) →
π−1
w
(X(x)). Tout d'abord, la surjetivité de ix résulte du fait suivant : si (g; ξ) ∈
Y˜(w) et si x 4 w, alors ξ = ξIx si et seulement si g ∈ Y(x) (voir la proposition
2.3 (e)). De plus, puisque πx
w
◦ ix = πx (où π
x
w
désigne la restrition de πw à
π−1
w
(X(x))→ X(x)), le morphisme ix est séparable. Les variétés Y(x) et π
−1
w
(X(x))
étant lisses, il sut de montrer que les bres de ix sont les Nx(Yw,x)-orbites.
Érivons x = (x1, . . . , xr), où xi ∈ {1, si} pour tout i. Comme π
x
w
◦ ix = πx, les
bres de (πx
w
)−1 sont ontenues dans des TxF -orbites. Soit t ∈ TxF et soit g ∈ Y(x).
Alors ix(g · t) = ix(g) si et seulement si il existe z = (z1, . . . , zr) dans (Gm)
r
tel que
(∗)
{
∀ 1 6 i 6 r + 1, xi−1···x1t = γi(z),
∀ i 6∈ Ix, zi = 1.
Posons, omme dans [BoRo, 4.4.3℄,
Sw,x = {(a1, . . . , ar+1) ∈ T
r+1 | ar+1 = F (a1),
∀ i6∈Ix, ai+1 =
xiai et ∀ i ∈ Ix, a
−1
i ai+1 ∈ Tα∨i }.
Alors
Sw,x = {(a1, . . . , ar+1) ∈ T
r+1 | ar+1 = F (a1),
∀ i6∈Ix, ai+1 =
xiai et ∀ i ∈ Ix,
xia−1i ai+1 ∈ Tα∨i }
et don l'appliation
µx : T
xF −→ Sw,x
t 7−→ (t, x1t, . . . , xr−1···x1t, xr···x1t)
est bien dénie (et est un morphisme de groupes injetif). D'autre part, si Rx est
l'ensemble des (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)
r
tels que zi = 1 si i 6∈ Ix, alors l'appliation
γ
x
: Rx −→ Sw,x
z 7−→ (γ1(z), . . . , γr+1(z))
est un morphisme de groupes qui est bien déni et dont il est faile de vérier que
le noyau est ni ('est HIx). Don son image est de dimension |Ix|, e qui est aussi
la dimension de Sw,x (voir [BoRo, page 17℄). Don
S◦
w,x = Im(γx).
Mais la ondition (∗) est équivalente à dire que µx(t) ∈ Im(γx). Le résultat déoule
alors de [BoRo, proposition 4.11 (4)℄. La preuve du théorème 1.5 est omplète.
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